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Algebra II. Examen VI

Ejercicio 1. Da la descomposicién en ciclos disjuntos y en transposiciones de la
permutacion o = (1 2 3 4)(2 3 5)(1 2). Calcula su orden.

Ejercicio 2. Sea G un grupo no abeliano de orden 27. Razona que su centro Z(G)
es un grupo ciclico.

Ejercicio 3. Prueba que todo grupo de orden 18 es un producto semidirecto.
Ejercicio 4. Da las descomposiciones ciclica y ciclica primaria del grupo Zsy ® Zsg.

Ejercicio 5. Sea GG un grupo de orden 18. j Puedes asegurar que G tiene un elemento
de orden 37 ;Y de orden 97 Razona las respuestas.

Ejercicio 6. Sea GG un grupo de orden 18 no abeliano y g € G un elemento de orden
9. Razona que G es isomorfo a Dy.

Ejercicio 7. jEs el grupo Dg/Z(Dsg) abeliano?

Ejercicio 8. Demuestra si se tiene que S3 = Aut(Cy) o Cs = Aut(Cy). Da el
isomorfismo.

Ejercicio 9. Considera los grupos C3 = {(a | a®* = 1), K = (b,c | 1* = ¢* = (bc)* = 1)
y la accién de C3 sobre K determinada por “b = bc y *c = b. En el producto

semidirecto G = K x C3 calcula el producto (b, a)™(be, a®)(c,a)".

Ejercicio 10. Para el grupo G = K x(C} del ejercicio anterior, calcula el conmutador

G, ql.
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Ejercicio 1. Da la descomposicién en ciclos disjuntos y en transposiciones de la
permutacion o = (1 2 3 4)(2 3 5)(1 2). Calcula su orden.

oc=(14)(35) = O(0) =mem(2,2) = 2.

Ejercicio 2. Sea G un grupo no abeliano de orden 27. Razona que su centro Z(G)
es un grupo ciclico.

Sea Z(G) el centro de G. Como |G| = 27 = 33, G es un 3—grupo. Como Z(G) <
G, sabemos que |Z(G)] | 27, luego |Z(G)] € {1,3,9,27}.

» Si |Z(G)| =1, entonces Z(G) = {1}, pero G es un 3—grupo, luego llegamos a
una contradiccion con el Teorema de Burnside.

» Como G es no abeliano, Z(G) # G, luego |Z(G)| # 27.
» Supongamos que |Z(G)| = 9. Entonces, como Z(G) < G, tenemos que:

6/2(6)] = g = 5 =3

Luego G/Z(G) es ciclico, y por tanto G es abeliano, lo cual contradice la
hipétesis.

Por tanto, |Z(G)| = 3, luego Z(G) = Cj ciclico.

Ejercicio 3. Prueba que todo grupo de orden 18 es un producto semidirecto.

Sea G un grupo de orden 18 = 2 - 3%, Sea n, el niimero de p-subgrupos de Sylow
de G. Por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que:

ny =1 méd3}

n3‘2 = n3 =1

Por tanto, hay un tinico 3-subgrupo de Sylow, que llamaremos P3;. Como ng = 1,
P; es normal en G. Por el Primer Teorema de Sylow, tenemos ny > 1, luego sea P
un 2-subgrupo de Sylow de G.

s Py G y P < G.
» Como |Ps3| =9y |P] =2, razonando por érdenes tenemos que P3 N Py{1}.
= Por el Segundo Teorema de Isomorfia, tenemos que:

P, _ PP
P,NP;, P

= |PPs| = |Ps| - |P5| =2-9=18

Por tanto, P, P; = G.

Concluimos por tanto que G = P3 X Ps.
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Ejercicio 4. Da las descomposiciones ciclica y ciclica primaria del grupo Zsyy @ Zg.
La descomposicion ciclica primaria de Zag @ Zg es:

Loy ®Ze = Cy®C5®Cy®Cy
La descomposicion ciclica de Zog @ Zg es:
Ly ® Zg = Co ® Co

Ejercicio 5. Sea G un grupo de orden 18. ;Puedes asegurar que G tiene un ele-
mento de orden 37 ;Y de orden 97 Razona las respuestas.

Por el Teorema de Cauchy, como 3 es primo y 3 | 18, tenemos que Jg € G tal
que O(g) = 3. Por tanto, G tiene un elemento de orden 3.

Por otro lado, sea G = Z3 @ Zs @ Zy. Supongamos que (a,b,c) € G tal que
O((a,b,c)) = 9. Entonces:

9 = med(O(a),O(b), O(c))

No obstante, tenemos que O(a),O(b) € {1,3} y O(c) € {1,2}. Por tanto, no
puede ser que med(O(a),O(b),0(c)) = 9. Por tanto, para este grupo G no hay
elementos de orden 9.

Ejercicio 6. Sea G un grupo de orden 18 no abeliano y g € G un elemento de orden
9. Razona que G es isomorfo a Dy.

Por el Ejercicio 3, sabemos que G tiene un tnico 3-subgrupo de Sylow. Como
O(g) = 9, entonces |[(G)| = 9, luego (g) es el unico 3-subgrupo de Sylow de G. Por
tanto:

G = (g) x P,

Buscamos ahora los homomorfismos 6 : P, — Aut({g)). Para ello, veamos en
primer lugar los generadores de (g).

{9 =9=¢(9)=2-3=6

Por tanto, (g) tiene 6 generadores. Estos son:

Por tanto, para cada i € {1,2,4,5,7,8}, tenemos el automorfismo:

)

wi: (9) —
N

(g
g g’

Ahora, hemos de ver qué automorfismos son validos. Como P, es ciclico de orden
2,sea Py = (b | b* = 1). Como O(b) = 2, entonces O(0()) | 2, luego O(0(b)) € {1,2}.

» Si O(A(b)) = 1, entonces 0(b) = Id, luego G = (g) x P es abeliano, lo cual
contradice la hipétesis de que G es no abeliano.

6
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Por tanto, O(6(b)) = 2. Veamos ahora qué automorfismos son de orden 2:

(piopi)(9) = wilpi(g)) = wild) =¢" =g = =1 mbd 9

Por tanto, tenemos que i € {1,8}. Pero como O(6(b)) # 1, tenemos que i # 1.
Por tanto, ¢ = 8. Por tanto, el tinico automorfismo vélido es g, luego:

bgb™' = ps(9) =¢° =g = bg =g 'b
Por el Teorema de Dyck, como b* = 1, ¢° = 1 y bg = ¢~ 'b, tenenemos que
f Dy — G dada por:
fs)=b  flr)=g
es un homomorfismo. Como b, g son generadores de P, y (g) respectivamente, te-
nemos que G = (g, b), por lo que es sobreyectivo. Ademads, como |G| = 18 = | Dy,
tenemos que f es un isomorfismo. Por tanto, G = Dy.

Ejercicio 7. jEs el grupo Dg/Z(Dyg) abeliano?

Por un ejercicio de las Relaciones, sabemos que Z(Dg) = {1,r*}. Veamos que
Dg/Z(Ds) no es abeliano. Para ello, vemos que:

srZ(Dg) = {sr,sr’}
rsZ(Dg) = {rs,rsr*} = {sr", sr'r*} = {sr7, sr°}
Como srZ(Ds) # rsZ(Ds), tenemos que Dg/Z(Dg) no es abeliano.
Ejercicio 8. Demuestra si se tiene que S3 = Aut(Cy) o Cs = Aut(Cy). Da el iso-

morfismo.

Sea Cg = (g | ¢ = 1). En el Ejercicio 6 vimos los 6 elementos de Aut(Cy).
Consideramos s € Aut(Cy), que es el automorfismo dado por:

P9 : Cg — Cg
g — ¢
Aplicando ¢, tenemos que:
g gy g

Por tanto, O(py) = 6, y como el orden se mantiene por isomorfismos y S3 no
tiene elementos de orden 6, tenemos que Aut(Cy) 2 Ss. Por tanto, hemos de ver si
Aut(Cy) = Cg. El isomorfismo es:

Q : 06 — Aut(Cg)
g — ¥2

Como @3 = Id, por el Teorema de Dyck tenemos que ¢ es un homomorfismo.
Ademds, como @ es un generador de Aut(Cy), tenemos que ¢ es sobreyectivo.
Finalmente, como |Cg| = 6 = | Aut(Cy)|, tenemos que ¢ es un isomorfismo. Por
tanto, Aut(Cy) = Cs.
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Ejercicio 9. Considera los grupos C3 = {a | a® = 1), K = (b,c | b* = ¢* = (bc)* = 1)
y la accion de C53 sobre K determinada por “b = bc y *c = b. En el producto semi-
directo G = K x C3 calcula el producto (b,a)(bc, a?)(c,a)™ .

Calculamos cada parte por separado:

“Qc, az) = (ab, a2) = (be, a*)
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e a?- a) = (¢, 1) = (cbe, 1) = (b, 1)

Ejercicio 10. Para el grupo G = K x (5 del ejercicio anterior, calcula el conmuta-

dor [G, G].

Sabemos que G’ = [G,G] es el menor subgrupo normal de G tal que G/G’ es
abeliano. Por definicién de producto semidirecto, sabemos que K <G y |G/ K| = 3,
luego G/K es abeliano. Por tanto, sabemos que:

[G,G] < K
Calculemos [(b, a), (b, 1)]:

(b,a)(b,1)(b,a)" (b, 1)"" = (c,a)(c,a®)(b,1)
= (be,1)(b,1) = (¢, 1)

Por lo que concluimos que, en primer lugar, G no es abeliano (es decir, [G, G] # 1)
y en segundo lugar que (c¢) < [G, G]. Comprobamos que (c¢) no es normal en G:

(1,(1)(67 1)(1,@)_1 = (b7 a)(17a2) = (bv 1) ¢ <C>

Por tanto, [G,G] # (¢), y como (¢) < [G,G] < K y |K/{(c)| = 2 que es primo
(es decir, no existe ningin otro grupo normal distinto que contenga a {(c) y esté
contenido en K), se tiene que |G, G| = K.



